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RESUMO

Essa dissertacdo tem como objetivo desenvolver uma formulacdo do Método dos Elementos
de Contorno Simétrico de Galerkin (MEC) baseada em Pixels para calcular a condutividade
térmica efetiva de materiais heterogéneos. Esta formulagéo utiliza a técnica de Decomposicéo
de Dominio para subdividir a imagem do material em diversos subdominios, sendo o tamanho
maximo de cada subdominio o tamanho de um Pixel. Como o MEC fornece uma matriz
simétrica positiva definida sdo utilizadas as técnicas de Elemento-por-Elemento (EPE) e o
Método do Gradiente Conjugado Precondicionado (GCP) para resolver de forma eficiente o
sistema de equacgOes lineares. Também como forma de aumentar a convergéncia da
condutividade térmica efetiva é empregada a técnica de Condi¢des de Contorno Periddicas.
De forma a validar a formulagdo proposta, utiliza-se uma compara¢do com um método
tradicional como o Métodos dos Elementos Finitos (MEF) para trés modelos distintos: placa
com inclusGes circulares periddicas (modelo sintético com solugdo analitica), placa com
inclusbes quadradas periddicas (modelo sintético) e uma amostra de ferro fundido nodular. Os
resultados adquiridos para os trés exemplos indicam que, para o mesmo nivel de
discretizacdo, o MEC foi mais preciso do que o MEF.

Palavras-chave: Homogeneizagdo Numérica, Condutividade Térmica Efetiva, Método dos
Elementos de Contorno, Decomposicdo do Dominio, Gradiente Conjugado Precondicionado,
Modelagem Baseada em Imagens.



ABSTRACT

This dissertation aims to develop information about the Symmetric Galerkin Boundary
Element Method (BEM) based on pixels to calculate the effective thermal conductivity of
heterogeneous materials. This formulation used the Domain Decomposition technique to
subdivide the image of the material in several subdomains, the maximum size of each
subdomain being the size of a pixel. As the BEM offers a symmetric positive definite matrix,
it uses the Element-by-Element (EbE) and the Preconditioned Conjugate Gradient Method
(PCG) techniques to efficiently solve the system of linear equations. Also as a way to increase
the convergence of effective thermal conductivity, the technique of Periodic Boundary
Conditions is employed. In order to validate the proposed approach, a comparison with a
traditional method such as the Finite Element Method (FEM) is used for three different
models: plate with periodic circular inclusions (synthetic model with analytical solution), a
plate with periodic square inclusions (synthetic model), and a nodular cast iron sample. The
results obtained for the three examples indicate that, for the same level of discretization, the
BEM was more accurate than the FEM.

Keywords: Numerical Homogenization, Effective Thermal Conductivity, Boundary Element
Method, Domain Decomposition, Preconditioner Conjugate Gradient Method, Image-based
Modelling.
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1. INTRODUCAO

Os materiais empregados em projetos de Engenharia possuem em escala microscopica
caracteristicas heterogéneas que afetam as suas caracteristicas macroscopicas. A
heterogeneidade das fases que constituem os materiais pode ocorrer de maneira nao
intencional ou ser estabelecida através de processos industriais como no caso de materiais
compdsitos. Os pesquisadores da &rea de materiais compoésitos buscam sempre o0
aperfeicoamento das técnicas tradicionais ou desenvolvimento de novas tecnologias para a
producdo de materiais com propriedades macroscopicas (condutividade térmica, rigidez,
resisténcia mecénica, densidade e durabilidade) de maior interesse para a inddstria.

Na atualidade, a determinacdo das caracteristicas macroscopicas e a avaliacdo das
propriedades fisicas dos materiais a partir da estrutura microscopica vém sendo um problema
de essencial importancia na ciéncia e na engenharia dos materiais (BARBERO, 2017;
OTERO et al., 2015). Entretanto, o alto custo de investimento, a complexidade de ensaios
com materiais muito pequenos, o nivel de controle de interferéncias externas e o tempo
consumido na preparacdo de ensaios tornam 0s métodos computacionais vantajosos em
determinadas fases de investigacdo. Em particular, a homogeneizacdo computacional
(HASSANI e HINTON, 1998) tem sido uma ferramenta de extrema importancia em
caracterizagdo de materiais dos mais diferentes tipos como 0s materiais empregados nas
industrias quimica, mecanica, eletrbnica e de petrdleo. A homogeneizagdo consiste em
combinar as propriedades fisicas individuais dos materiais, como por exemplo a
condutividade térmica k, que compdem um compdsito e substitui-las por uma condutividade

térmica equivalente kn como apresentado na Figura 1.

Figura 1 — Homogeneizagdo de condutividade térmica de material heterogéneo.
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Nesse contexto, a utilizagdo de imagens tem possibilitado, como no trabalho de
Berryman e Blair (1987), diversas novas formas de andlise da microestrutura dos materiais.
Uma dessas formas € a utilizacdo de imagens em simulagfes computacionais utilizando
métodos numeéricos (TERADA et al., 1997) como o Método dos Elementos Finitos (LUX et
al., 2006), Método dos Elementos de Contorno (LUKAS et al., 2020) e Método de Elementos
Finitos baseado em Volumes de Controle (SONG e YOUN, 2006). Contudo, assim como 0s
métodos numéricos, a qualidade dos modelos gerados a partir das imagens também exerce
influéncia nos resultados das propriedades efetivas calculadas.

A semelhanca do modelo numérico ao objeto real traz beneficios nas respostas,
entretanto, é preciso considerar o custo computacional inerente necessario para realizar 0s
calculos da homogeneizacdo computacional em modelos muito refinados. O equilibrio entre a
construcdo do modelo e do método computacional utilizado é um tema bastante comum e
aberto aos pesquisadores da area de homogeneizagdo. O objetivo deste trabalho € desenvolver
uma nova abordagem do Método dos Elementos de Contorno Simétrico de Galerkin (MEC)
(GRAY e PAULINO, 1997) utilizando modelos baseados em Pixels. Essa abordagem
promete explorar os limites do equilibrio entre método computacional e modelo numérico em

um algoritmo otimizado que ndo precise rodar em supercomputadores.

1.1. MOTIVACAO

A microtomografia computadorizada é uma excelente ferramenta de investigacdo da
microestrutura dos materiais heterogéneos de maneira ndo destrutiva. Os equipamentos de
raios-X e microscopios utilizam detectores para a producdo de imagens digitais do material
estudado. Essas imagens sdo guardadas digitalmente através de unidades fundamentais
chamadas Pixels (em imagens 2D) e Voxels (em imagens 3D).

Um fendmeno que tem sido amplamente observado na literatura (SUKIMAN et al.,
2020) é a criagdo de modelos digitais que utilizam diretamente a unidade fundamental do
Pixels como entrada de dados para diferentes metodos numericos. Nesses modelos, as
tradicionais malhas do Método dos Elementos Finitos (MEF) surgem diretamente dos Pixels
possuindo assim 0 mesmo tamanho, geometria e orientacdo. Essa técnica ao mesmo tempo
que é extremamente simples, pois fornece um algoritmo facil para criagdo de malhas
regulares, também possui boa representatividade fisica dos objetos representados (SUKIMAN
et al., 2020).
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Todavia, poucos estudos se concentraram no uso do MEC para a solucéo de problema
de homogeneizagdo computacional. Além disso, nenhuma dessas abordagens utilizou uma
estratégia otimizada junto com um modelo baseado em Pixels. A utilizacdo apropriada de
técnicas de alto desempenho como a Decomposicdo de Dominio e Condigdes de Contorno
Periddicas tem o potencial de caracterizar as propriedades efetivas em modelos com o MEC,
melhor e tdo rapida quanto com o uso do MEF.

Diante disso, a utilizagdo do MEC pode vir a ser uma possibilidade mais eficiente com
baixo custo computacional para a solucdo de homogeneizacdo computacional de meios

heterogéneos com maior precisdo do que com 0s outros métodos mencionados anteriormente.

1.2. OBJETIVOS

Este trabalho visa apresentar uma formulacdo de Homogeneizacdo Computacional de
condutividade térmica utilizando o Método dos Elementos de Contorno Simétrico de Galerkin
(MEC) baseadas em Pixels utilizando Condi¢des de Contorno Periddicas e Decomposicdo de
Dominio. Para atingir esse objetivo foi implementado o MEC para problemas de potencial
utilizando malhas baseadas em Pixels. Este programa foi implementado de forma a
possibilitar analises de imagens de microtomografia e imagens sintéticas utilizando
computadores pessoais.

A validacdo dos resultados de condutividade térmica de materiais heterogéneos deste
trabalho foi realizada utilizando solugdes analiticas, experimentais e numéricas juntamente

com o Método dos Elementos Finitos.

1.3. ORGANIZACAO DO TEXTO

No Capitulo 2, sera apresentada uma revisao da literatura de matérias heterogéneos e
homogeneizacdo de propriedades, aquisicdo de imagens e como elas estdo relacionadas a
homogeneizacdo de materiais, modelos numéricos baseados em Pixels e homogeneizagdo de
condutividade térmica de materiais.

O Capitulo 3 exibe a metodologia de pesquisa deste trabalho iniciando com a
Decomposicdo de Dominio que permite que o0 método formulado seja competitivo em relagdo
a outros metodos computacionais. Aprofunda-se na formulacdo de homogeneiza¢do numérica

que sera utilizada, seguindo com a formulacdo do Método de Elementos de Contorno
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Simétrico de Galerkin. O capitulo termina com as estratégias computacionais utilizadas para
deixar o0 método mais répido e eficiente ao analisar imagens com grandes quantidades de
Pixels.

Em seguida, no Capitulo 4, sdo apresentados o0s resultados encontrados de
condutividade térmica efetiva para trés diferentes modelos numéricos: placa com inclusdo
circular periodica, placa com inclusdo quadrada periodica e ferro fundido nodular. S&o
analisadas também as convergéncias dessas propriedades em comparacdo com o MEF

(também baseado em Pixels).
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2. REVISAO DA LITERATURA

2.1. MATERIAL HETEROGENEO E HOMOGENEIZACAO

Grande parte dos materiais utilizados na engenharia tem em suas concepcbes de
projeto consideragdes de continuidade e de homogeneidade. Entretanto, a maior parte dos
materiais possui sob escala microscopica descontinuidades, inclusdes e heterogeneidade em
sua distribuicdo que irdo influenciar em suas caracteristicas macroscopicas. O
desenvolvimento de novos materiais e o0 aperfeicoamento dos ja existentes esta,
intrinsicamente, muito relacionado as pesquisas da microestrutura desses materiais como pode
ser encontrado nos trabalhos de Enikolopyan et al. (1990), Vasiliev (1993), Gilormini e
Bréchet (1999) e Vinson e Sierakowski (2008). Na engenharia € comum a utilizacdo de
combinacbes de materiais para a formacdo de novos materiais com propriedades mais
interessantes comparativamente aos originais. Nesse contexto, técnicas de homogeneizacdo
tém auxiliado no estudo desses novos materiais quando a partir de modelos matematicos da
microestrutura, das fases envolvidas (matriz e refor¢o), sdo possiveis estimativas de
propriedades macroscopicas.

Nos anos 70, as formulagbes matematicas de homogeneizacdo comecaram a ser
desenvolvidas e aplicadas em areas como transferéncia de calor, escoamento de fluido em
meios porosos e mecanica a fim de se encontrar propriedades efetivas equivalentes dos
materiais heterogéneos (BENSOUSSAN et al., 1978; CIORANESCU et al., 1979;
SANCHEZ-PALENCIA, 1980). Entre essas técnicas, pode-se destacar a regra da mistura
como uma boa aproximacao para determinados materiais que consiste em uma relagao linear
entre as propriedades de cada material e as fragdes volumétricas. Alem disso, solugdes
analiticas também foram determinadas para a solucdo de particulares arranjos de
matriz/inclusdo como nos trabalhos de Progelhof et al. (1976) e Perrins et al. (1979).

Apesar do uso para diferentes materiais, a regra da mistura e as solugdes analiticas
possuem limitacfes que impedem o seu uso em determinados fendmenos fisicos ou materiais.
Uma das maneiras de superar esses problemas e melhorar as aproximagdes com resultados
experimentais foi a utilizagdo de solugdes numéricas como o Método dos Elementos Finitos
(MEF). Nesses casos, surge um importante conceito que é o Volume Representativo
Elementar (VRE, ou do inglés representative volumetric element — RVE). O VRE é um
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volume dentro de um material heterogéneo que estatisticamente é suficiente para incluir as
heterogeneidades da microestrutura (SUN e VAIDYA, 1996). Logo, o VRE deve ser grande o
suficiente para comportar todas as particularidades do material heterogéneo (graos, inclusdes,
vazios, fibras, etc), mas ao mesmo tempo deve ser pequeno o suficiente devido ao custo do
método computacional.

Adicionalmente, definido um VRE, as pesquisas de Kanit et al. (2003), Terada et al.
(2000), Larsson et al. (2011), mostraram que 0 modo como sdo impostas as condi¢cbes de
contorno influenciam os valores de propriedades efetivas calculadas através dos métodos
numéricos como mostrado na Figura 2. Considerando trés possibilidades de condi¢es de
contorno: (1) condigéo de contorno de Dirichlet; (2) condi¢do de contorno de Neumann e (3)
condicdo de contorno periddica, estudos como o apresentado por Nguyen et al. (2012) aponta
que a taxa de convergéncia de condicdes periodicas € maior com o aumento do VRE do que

outros tipos de condigdes.

Propriedade
efetiva
A

Dirichlet

Propriedade e
Efetvado [-====f---=--F--F-————
VRE ‘ P

Neumann |

o
Volume

(a) (b)

Figura 2 — Convergéncia de propriedades efetivas (a) diferentes tamanhos de volume de
interesse; e (b) convergéncia de propriedades efetivas de acordo com as condicdes de
contorno. Fonte: Adaptado de Nguyen et al. (2012).

Ainda sobre condi¢cdes de contorno periddicas, Andreassen e Andreasen (2014)
fornecem uma solucdo simples e didatica para a implementacdo computacional dessas
condicGes periodicas em elementos finitos que pode ser estendida também em outros métodos
numéricos. Esta solugdo consiste em criar uma numeragdo de nos e elementos de forma
ordenada para garantir maior controle na manipulacdo desses elementos. A ordenacgéo
proposta consiste em numerar 0s nés de cima para baixo e da esquerda para a direita, como
mostrado na Figura 3.
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Figura 3 — Passos para numeracao dos nos dos subdominios considerando condicdes de
contorno periddicas: (a) numeracao de cima para baixo e da esquerda para direita, ignorando
nos das arestas inferior e da direita; (b) em seguida, a aresta inferior € numerada da mesma
forma que a aresta superior; e (c) finalmente, a aresta da direita € numerada da mesma forma
que a aresta da esquerda. Fonte: Vianna et al. (2020)

2.2. AQUISICAO DE IMAGENS, PROCESSAMENTO E SEGMENTACAO

A concorréncia entre os resultados experimentais e numéricos depende diretamente da
fidelidade da representagdo do material heterogéneo com o modelo computacional. Pesquisas
anteriores mostraram que o uso de dispositivos de aquisicdo de imagens, por exemplo,
microscopio eletrébnico de varredura (SUKIMAN et al., 2017) ou microtomografia
computadorizada de raios-X (micro-CT) (BLUNT et al., 2013), sdo excelentes maneiras de
criar modelos computacionais confidveis devido a visualizacéo interna das fases constituintes,
distribuicdo e geometria dos materiais.

O processo para de criacdo do modelo computacional utilizando imagens de
microtomografia computadorizada envolve vérias etapas que tém sido amplamente estudadas:
aquisicdo de imagem, processamento, segmentacdo de imagem e geracdo de malha. Em
relacdo a aquisicdo de imagens, deve se observar que uma imagem digital € uma
representacdo visual formada por pequenos elementos chamados Pixels que possuem valores
especificos de cores. Em determinadas regides, de acordo com Vasarhelyi et al. (2020),
podem ocorrer erros ou artefatos que ndo correspondem a estrutura do material e devem ser
retirados através de técnicas de filtragem. Esses artefatos séo introduzidos devido ao proprio
processo de aquisi¢do de micro-CT, como: amostras imidas que sofrem alterac6es de volume
durante a aquisicdo, amostras leves e finas que se deslocam devido as etapas de rotagéo,
artefatos devido ao formato conico dos feixes de raios-X gerados pela fonte, etc.

S&o inumeros os autores (DARBON et al., 2008) que reconhecem o uso de tecnicas de

processamento de imagem, em especifico a utilizacdo de filtros, a fim de reduzir a
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interferéncia dos ruidos e artefatos das imagens. Os filtros sdo algoritmos sofisticados que
facilitam a compreensdo e extragdo de informac6es das imagens modificando a cor dos Pixels
de acordo com as informagcdes que estdo ao redor deste como na Figura 4. E possivel também
entender os filtros, no contexto de homogeneizacdo, como sendo algoritmos que modificam o

histograma das imagens de modo a distinguir melhor as fases do material.

(a)

Figura 4 — Composicao de imagem com trés etapas de tratamento de imagem: (a)
reconstrucédo de tomografia; (b) normalizagdo do histograma; e (c) aplicacdo de filtro.
Fonte: Darbon et al. (2008)

77228 Nk

Existem diferentes softwares para tratamento e segmentacdo de imagens. Entretanto,
parte desses softwares possui licencas pagas extremamente caras para algumas aplicacdes.
Nessa conjuntura, é notavel que o ImageJ (SCHNEIDER et al., 2012) tem se tornado um
recurso ideal e extremamente acessivel a um numero ilimitado de pesquisadores. A
acessibilidade promovida pelo software torna possivel ainda o desenvolvimento de macros e
plugins por terceiro como é o caso do filtro non local means (DARBON et al., 2008) utilizado
nesse trabalho.

A Ultima etapa antes da criacdo do modelo é a segmentagdo da imagem, ou seja, dada
uma determinada imagem em tons de cinza, determinar quais séo as regides do material que
caracterizam determinadas fases (quais pixels serdo definidos como fase A, B, C, etc). O
processo de segmentacdo pode ser realizado utilizando o histograma da imagem como em
Tobias e Seara (2002) e Sun et al. (2005). Contudo, as limitacbes dos presentes estudos
incluem naturalmente uma analise matematica do histograma ou de regides da imagem. Para
superar esse problema, ferramentas de aprendizado de méaquina como o Trainable Weka
Segmentation (TWS) desenvolvido por Arganda-Carreras et al. (2017) tem conseguido
através de treinamento de classificadores resultados impressionantes de segmentagdo
automatica.

Todas as etapas apresentadas anteriormente, apesar de ndo estarem diretamente ligadas

a homogeneizacdo numérica, sdo importantes pois a escolha dessas técnicas determina a
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qualidade e confiabilidade do modelo numérico final. O erro inerente de cada etapa é
sistematicamente incorporado as etapas subsequentes e deve ser considerado quando for
realizada a comparacdo de resultados numéricos com experimentais. O fluxo de trabalho
completo do tratamento de imagem convencionalmente adotado pela inddstria € mostrado na

Figura 5 para uma amostra real de um ferro fundido nodular (PEREIRA et al., 2020).
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Figure 5 - Representacao esquematica de um fluxo de trabalho completo de tratamento de
imagem: (a) preparacdo de amostra para aquisi¢do de imagem; (b) imagem bruta de uma
secdo transversal; (c) regido de interesse extraida de imagem bruta; (d) imagem ap6s o filtro
non-local mean; e (e) segmentacao de imagem usando TWS.

2.3. MODELO NUMERICO BASEADO EM PIXELS

O inicio dos estudos e usos de modelos computacionais com métodos numeéricos
baseados em Pixels a partir de imagens de tomografias pode ser encontrado na década de 90
com os trabalhos de (KEYAK e SKINNER, 1992; VAN RIETBERGEN et al., 1993). Nesses
modelos cada Pixel é diretamente considerado como um unico elemento finito e a ele séo
atribuidas propriedades fisicas de acordo com a sua cor. A utilizacdo dessa tecnologia
permitiu, por exemplo, a criacdo e analise de objetos com geometria complexa como 0 0SS0
humano (HOLLISTER e RIEMER, 1993) com bons resultados em comparagéo a resultados
com modelos de geometria suavizada. Embora seja uma busca natural encontrar modelos
numéricos com geometrias suavizadas mais proximas ao real, deve-se considerar sempre 0
custo computacional relacionado a essas analises com milhares de elementos. Modelos
baseados em Pixels, por possuirem sempre a mesma geometria, sdo calculados antes das
analises e permitem também técnicas que melhoram o desempenho como o Elemento-por-
Elemento (EPE) junto com o Gradiente Conjugado Precondicionado (GCP) (CAREY e
JIANG, 1986).
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Embora seja na verdade uma estratégia natural para elementos finitos, ainda falta
trabalho que empregue tal estratégia para elementos de contorno. A Figura 6 (a-b) apresenta
resumidamente o processo de criacdo de modelo segmentado que pode ser utilizado pelos
métodos numéricos. A comunidade de elementos de contorno geralmente aplica os elementos
de contorno em toda a fronteira de cada regido ndo conectada para discretizar a imagem,
conforme ilustrado na Figura 6 (c). No entanto, é possivel perceber que os elementos de
contorno também podem ser empregados da mesma maneira que o MEF. Neste trabalho, a
metodologia de modelagem proposta consiste em criar um modelo numérico onde o dominio
é composto por todos os elementos da imagem. Este dominio é, portanto, subdividido em
varios subdominios ndo sobrepostos. Cada subdominio é criado a partir de um Unico Pixel da
imagem e € composto por apenas um material, conforme Figura 6 (d). Finalmente, cada
subdominio inclui elementos de contorno em cada aresta do Pixel, conforme mostrado na

Figura 6 (e).
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Figure 6 - Diferentes abordagens de modelagem baseada em imagens com elementos
de contorno: (a) imagem original; (b) segmentacdo de uma regido de interesse; (c) problema
com uma abordagem convencional de decomposi¢do do dominio de MEC; (d) problema com

a abordagem de decomposicéo de dominio baseada em pixel; e () um subdominio
quadrilateral genérico com quatro elementos de contorno.

De fato, uma das principais vantagens relacionadas ao MEC que € a menor
discretizacdo do modelo resultante fica aparentemente prejudicada com um modelo composto
por subdominios semelhantes a uma malha regular de quadrilateros. Entretanto, subdominios
regulares baseados em Pixels sdo muito mais facies de controlar a geometria, as coordenadas
e a conectividade. Portanto, pode ser atribuida a mesma matriz de condutividade térmica a

todos os subdominios com as mesmas propriedades fisicas. O beneficio desse fato € que nédo é
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mais necessario calcular a matriz de condutividade de todos os subdominios do modelo,
apenas uma matriz de condutividade por material, reduzindo assim drasticamente 0 uso de
CPU e RAM. Logo, espera-se que o uso do MEC tenha uma vantagem sobre o MEF no
calculo das propriedades térmicas efetivas, pois se acredita que o MEC fornece uma melhor

matriz de condutividade térmica.

2.4 HOMOGENEIZACAO NUMERICA DE CONDUTIVIDADE TERMICA

A condutividade térmica é um parametro fisico dos materiais que possui bastante
relevancia no projeto de produtos de diversas areas da engenharia de materiais, mecanica,
quimica, civil, eletrénica e de petroleo. De fato, a condutividade térmica efetiva de materiais
heterogéneos e compostos, encontra-se inclusa no fenémeno de conducéo de calor, podendo
entdo ser resolvida pela equacdo de Laplace. Essa equacdo também governa outros fenbmenos
fisicos, portanto o programa desenvolvido para homogeneizar propriedades térmicas efetivas
também pode ser utilizado para esses outros fendmenos por meio de analogias simples.

Em particular, a condutividade térmica efetiva tem sido investigada ha décadas por
incontaveis pesquisadores, tanto teoricamente quanto experimentalmente. Em alguns desses
estudos aparecem modelos analiticos, semianaliticos e numéricos para calcular a
condutividade térmica efetiva de materiais heterogéneos (PROGELHOF et al., 1976; HALE,
1976; TELEJKO e MALINOWSKI, 2004; BURGER et al., 2016). Em comparagdo com
outras técnicas, os métodos de homogeneizacdo numeérica tém vantagens notaveis para
estimar propriedades eficazes, como demostrado por Hollister e Kikuchi (1992), e se tornaram
muito populares como uma alternativa para caros experimentos de laboratério.

Considerando homogeneizacdo numérica utilizando o MEC ¢é possivel observar
trabalhos como o de Dondero et al. (2011) que tentam utilizar técnicas para melhorar a
velocidade do método. Analogamente, Lukas et al. (2020) utiliza o MEC para obter uma
melhor homogeneizacdo de condutividade térmica de problemas 2D. Entretanto, ndo foram
encontrados trabalhos que utilizem MEC em homogeneiza¢do computacional juntamente com
Decomposicdo de Dominios em modelos baseados em Pixels com baixo custo computacional
que sejam capazes de fornecer uma representacdo satisfatoria do material heterogéneo de

interesse.
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3. MODELAGENS MATEMATICA E NUMERICA

Para compreender o desenvolvimento de homogeneizacdo computacional utilizando a
formulacdo do Método dos Elementos de Contorno Simétrico de Galerkin (MEC) € preciso
entender antes o conceito de Decomposi¢do de Dominios. O conceito de dividir cada vez mais
0 dominio de maneira a simplificar o problema pode néo parecer trivial para um MEC, mas é

a base para do método proposto.

3.1. DECOMPOSICAO DE DOMINIO

O MEC é frequentemente usado para obter solugdes aproximadas para problemas em
aplicacdes cientificas e de engenharia. Em comparagdo com os métodos de dominio, o MEC
tem algumas vantagens para calcular as aproximacdes dos campos de temperatura e fluxo de
calor dentro do dominio assumido o mesmo nivel de discretizacdo. Normalmente, assume-se
como uma vantagem do MEC a redugdo da dimensdo do problema em compara¢do com 0s
métodos de dominio. Em consequéncia da reducdo da dimensdo do problema. observa-se
também a reducdo do nimero de incognitas do sistema de equacdes (Figura 7). Desde modo,

o sistema de equacdes final do MEC é normalmente menor com uma solu¢do mais precisa.
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(a) (b)
Figure 7 — Discretizacdo da geometria do problema: (a) discretizagdo com o MEF; e (b)
discretizacdo com o MEC.

No entanto, o modelo proposto de MEC para esse trabalho parece bastante contra
intuitivo a primeira vista (Figura 8), mas possui grande potencial de resolver problemas
grandes e complexos de forma rapida e precisa. A proposta desenvolvida para o MEC baseado

em Pixels consiste em decompor o dominio em diversos subdominios que seréo analisados
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individualmente. Para cada Pixel sera atribuido um subdominio de MEC e serdo calculadas as
matrizes que governam o problema.

Como todos os subdominios, com o mesmo material, tem a mesma dimensdo e
orientacdo, as matrizes do problema sdo iguais. Somente essa estratégia ja reduziria o tempo
de processamento e 0 consumo de memoria do computador, mas se espera que essas matrizes
do MEC consigam aproximar melhor que o MEF os valores dos fluxos de calor interno do
dominio. Sendo assim, é preciso definir como ira funcionar a estratégia de Decomposicdo de
Dominio no MEC.

0
|

T

Figure 8 — Discretizagdo de dominio atraveés de subdominios regulares ndo sobrepostos.

Para resolver grandes problemas com diferentes fases, dificeis de serem resolvidos em
apenas um computador ou que necessitam de entrada de dados de outros métodos
computacionais, muitos pesquisadores recorrem a técnicas de Decomposi¢do de Dominios.
Existem apelos crescentes para 0 uso dessas técnicas em ambientes de computador serial e
paralelo para melhorar a velocidade e a viabilidade do uso do MEC em problemas totalmente
acoplados. A estratégia utilizada neste trabalho consiste em utilizar uma formulacdo direta
para subdominios ndo sobrepostos que consiste em compatibilizar a continuidade das
condic@es de contorno na interface dos dominios.

Seja Q@ = R? um dominio Lipschitz limitado por uma fronteira T" e particionada em N
subdominios nédo sobrepostos. Cada subdominio corresponde a um Pixel, desta maneira, seu
interior é governado pela equacdo de conducéo de calor em estado estacionario com apenas

um material isotropico homogéneo como

Q=

C=z

Q  parar=12 .., N 1)

r=1

N : .
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em que o sobrescrito r denota o0 subdominio Q" .
Em um caso especifico, como na Figura 9, considere dois subdominios Q' e Q°. A

interface entre os subdominios pode ser escrita como

| =TT (3)
Q=0'uQ? (4)
QAN =0 (5)

sendo assim, o sistema de equacOes diferenciais parciais lineares (EDP) para esses

subdominios pode ser escrito por

KT=q¢ @)

Kee ks 0 || Tg Js
k}B kh + k|2| klzs TI = q} + Q|2 (8)
0 kg ke ||Te d;

onde k € a contribuicdo da matriz de condutividade térmica de cada subdominio, T é o vetor

de temperatura, g € o vetor de fluxo de calor prescrito no contorno, e os subscritos ij = Il, BB

e IB (ou BI), referem-se, respectivamente, a nds na interface entre subdominios, nés em

limites ndo sobrepostos e nds de interface.

o X

Figure 9 — Interface | entre dois subdominios de elementos de contorno baseado em Pixels.

Com a equacéo (8) é possivel realizar a formulagdo do MEC utilizando subdominios
baseados em Pixels. Faz-se necessario agora, formular o problema de homogeneizacdo de
condutividade térmica e determinar para subdominios parametrizados os valores da matriz de

condutividade térmica k .
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3.2. HOMOGENEIZACAO NUMERICA DE CONDUTIVIDADE TERMICA

As técnicas de homogeneizagdo numérica usam as relacfes entre a micro e a
macroestrutura do material para determinar a propriedade efetiva de materiais heterogéneos.
Essa técnica considera as caracteristicas, propriedades e relagcdes entre as fases em escala
microscopica para determinar as propriedades na escala macroscépica. Para problemas de
conducdo de calor, a propriedade mais relevante € a condutividade térmica efetiva que pode
ser determinada aplicando-se um gradiente de potencial conhecido em um VRE. Sob essas

circunstancias, um campo de fluxo de calor serd induzido no dominio. A condutividade
térmica efetiva do material k é definida entdo como a relacdo entre o gradiente de potencial

devido a condugéo do gradiente de temperatura (VT)_ e o fluxo de calor médio (q), na

macroescala, conhecida como lei de Fourier (Q aqui, denota 0 VRE unitario)

(a), =-k(vT), 9)

onde (q),, =<{q1,q2}T> é o vetor de fluxo médio de calor calculado a partir do fluxo de
Q

calor em escala microscdpica, ou seja,
(q) =ij qdQ (10)
Q Q Q

A lei de Fourier, dada pela Equacédo (9), afirma que o fluxo de calor total é igual ao
produto da condutividade térmica média (dada por Watt por metro-Kelvin, W/(m-K), no SI) e
o gradiente de potencial. Para um problema de conducéo de calor bidimensional, duas analises
devem ser realizadas aplicando-se um gradiente de potencial unitario dentro do VRE em cada
uma das direcBes cartesiana para determinar seu vetor de fluxo médio de calor
correspondente. Para cada condi¢do de contorno, o vetor de fluxo médio de calor corresponde
a uma coluna da matriz de condutividade térmica efetiva k .

No contexto de homogeneizacdo numérica, a analise utilizando o MEC baseado em
imagens tem a possibilidade de estimar melhor o campo potencial dentro de um volume

representativo digital e assim melhor resultado no vetor de fluxo de calor médio associado.
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3.3. METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO SIMETRICO DE GALERKIN

O Método dos Elementos de Contorno Simétrico de Galerkin (MEC) é um método
numérico derivado a partir de equacdes integrais de contorno. O MEC destina-se a solugédo de
problemas de valor de contorno governados por equacdes diferenciais parciais que podem ser
representados também por equacdes integrais de contorno. A vantagem e escolha desse
método, em relacdo as formulagdes tradicionais baseadas em equacfes integrais de contorno
estd na formulacdo de uma matriz simétrica positiva definida. Pensando na solucdo de
sistemas de equacdes lineares, a matriz simétrica positiva definida possibilita 0o uso de
métodos iterativos, tal como o Gradiente Conjugado, que possui estabilidade e convergéncia
garantidas.

Figure 10 — Dominio Q com contorno I', sendo P o ponto de fonte, Q o ponto do campo e
n é o vetor unitario normal.

As principais ferramentas matematicas utilizadas pelo MEC sdo as funcdes de Green
gue consistem em uma solucdo de uma equacdo diferencial a partir de uma fonte ndo
homogénea (delta de Dirac) e condi¢des de contorno homogéneas (campo). Para o problema
de potencial, a equacdo de conducao de calor em estado estacionario (equacdo de Laplace) em

materiais heterogéneos pode ser escrita por
kKV*T(X)=0, xeQ (11)

onde T ¢é a temperatura no dominio QQ com o contorno I'=0Q (Figura 10), X & um ponto
genérico no dominio e k é a condutividade térmica do material.

Aplicando a formulacdo de Green o problema de conducéo de calor pode também ser
descrito pela equacédo integral de limite fortemente singular para temperatura e a equagéo
integral de limite hipersingular para fluxo normal (GRAY e PAULINO, 1997), ou seja, duas

equac0es integrais de contorno (EIC), T-EIC e g-EIC, respectivamente
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T(P)+ [, T P.Qr = [ | £6(.Q) | T (@ar (12
aT(P) B l@ ar
[T (Q){k—(P Q)} (e T@ir 0

onde P é o ponto de fonte, Q é o ponto do campo, n é o vetor unitario normal externo ao
ponto Q, N é o vetor unitario normal externo ao ponto P, oN indica uma derivada em
relacdo as coordenadas de P, onindica uma derivada em relagdo as coordenadas de Q e
G(P,Q) é asolucéo fundamental.

E importante observar que, até o momento, as EIC sdo validas apenas para pontos
dentro do dominio. Dito isso, empregando o processo de limite a fim de mover o ponto fonte
para a fronteira do problema, usando a técnica de residuos ponderados de Galerkin, e
subdividindo a fronteira em um conjunto de elementos aproximados através da interpolacéo

de seus valores nodais é possivel escrever as equacdes como

[ [ wGr(P.Qudrdrq=| | y'G,(P.QydrdrT (14)

[ [ Gy (P.Qydrdra=| [ y'G,(P.Qydrdrt (15)

onde vy sdo as funcbes de formas lineares, q é um vetor associado ao fluxo de calor na

fronteira, T s&o as temperaturas nodais na fronteira e as fungfes fundamentais formam como

Grr (P.Q) = ——log(r) (16)
Gu(P.Q =5 )

G, (P.Q) _i — R (18)

6, (P.Q) - _ki(_ Nr~2n Lo (N Rr)fn : R)j (19)
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onde r =|R|=|Q—P| é a distancia entre o ponto fonte P e o ponto de campo Q, o primeiro

subscrito denota as equagdes T-EIC e g-EIC, e o segundo subscrito denota a solugéo
fundamental relacionada.

O uso do T-EIC e do g-EIC para resolver problemas de engenharia e fazer o
acoplamento com o MEF ndo é novo e pode ser encontrado em trabalhos como Gray e
Paulino (1997). Usando a formula¢do do MEC é possivel criar uma matriz de condutividade
térmica simétrica e positiva k comum a todos os subdominios de mesmo material apés
ligeiras manipulaces (HAAS e KUHN, 2003)

k=G G "Gy —Gy (20)

onde G sdo as matrizes que representam as integrais dupla das equacdes (14) e (15).

Por fim, é necessario propor um lado direito eficiente que conecte todos o0s
subdominios e faca compatibilidade da temperatura e fluxo de calor nas interfaces das

regides. Dessa forma, o fluxo de calor de contorno g é convertido em vetor de fluxo de calor

nodal equivalente @ na interface através de

q=Mq (21)

onde

M= y'ydr (22)

Substituindo as equacges (20) e (21) na equacgéo (8), encontra-se o reduzido sistema
algébrico de equacBes muito semelhante a uma matriz de condutividade térmica usada no
MEF

MKT=g - kT=gq (23)

Apesar da semelhanca, espera-se que o uso do MEC permita uma mudanca qualitativa
nas aproximacdes das temperaturas e fluxo dentro do dominio. Essa alteracéo, prevé para o
calculo das propriedades efetivas melhores aproximacdes para menores VRE.

Portanto, a matriz de condutividade térmica de um subdominio quadrado unitario

homogéneo (Figura 11), pode ser expressa por
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a ¢ -b —c

k =k
-b -¢c a -c (24)
- -b -¢c a

com a =5/18,b =4/18 ec =5/180 parao MECe a=2/3,b =1/3ec = 1/6 para o MEF.
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Figure 11 — Graus de liberdade de um subdominio baseado em Pixels.

3.4. ESTRATEGIAS COMPUTACIONAIS

As implementages mais tradicionais do MEC, usando solvers diretos ou iterativos,
consistem em armazenar em memodria RAM todo o sistema de equagfes do modelo fisico.
Mesmo usando técnicas como Decomposicdo de Dominio para reduzir a quantidade de
memoria usada e a complexidade do problema, esse tipo de arranjo pode nao ser suficiente
para solucgdes de grandes problemas como sédo nos modelos baseados em imagens.

Uma abordagem alternativa para este problema € usar um método baseado nos Pixels
das imagens, no qual sdo criados os subdominios com a mesma geometria e orientagdo,
resultando em uma estrutura similar a uma malha regular. No programa do MEC para
homogeneizacdo de condutividade térmica (Algoritmo 1), cada subdominio representa uma
fase do material heterogéneo da imagem, consequentemente, pode ser atribuido a todos 0s
subdominios com as mesmas propriedades fisicas uma mesma matriz de condutividade
térmica. A principal vantagem desse fato é reduzir tremendamente o uso de CPU e memdria
RAM, pois é necessario armazenar e calcular apenas uma matriz de condutividade térmica por

material da imagem.
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Algoritmo 1 MEC para homogeneizacao de condutividade térmica
Entrada: imagem digital, propriedades dos materiais, tolerancia GCP
Saida: matriz de propriedades térmicas efetivas k

Gera mapa de graus de liberdade

Gera mapa de materiais dos subdominios

Calcula a matriz de condutividade dos subdominios k™ para cada material

for (i =0,...,dim(k)) do

Montagem do vetor do lado direito q;

Resolve o sistema de equagoes KT = q (com EPE and GCP)
Calcula o fluxo médio de calor nos subdominios

Atualizacio da coluna ¢ da matriz k

: end for

— =
= O

Como os modelos gerados atraves de imagens podem ser grandes, é necessario utilizar
uma solucédo diferente dos solvers diretos como mostra a Tabela 1 (HUGHES et al., 1983),
pois estes consomem muita memoria na montagem de todo o sistema de equacBes. Uma
possivel solucdo para contornar o problema em questdo, muito utilizada no MEF, é usar a
técnica EPE junto com o GCP em processamento serial (Algoritmo 2). Em suma, essas
técnicas combinadas preservam a velocidade computacional, reduzem o uso de memoria e
desacoplam a solucdo do dominio resolvendo diretamente as equagdes em cada subdominio

em vez de um sistema cheio.

Tabela 1 — Ordem do niumero de operacdes de solvers de sistema de equacdes.

Métodos de solucao de sistemas 2D

Direto com fatoragao O(N%)
Direto por retrosubstituicao O(N3)
Elemento-por-Elemento O(nits N 2)

Fonte: Hughes et al. (1983).
O outro topico particularmente importante ao investigar a homogeneiza¢ao numérica é
a garantia de que a convergéncia das propriedades efetivas do VRE ocorrera corretamente,
mesmo em pequenos volumes. Em linha com estudos anteriores (TERADA et al., 2000), o
uso de condicBes de contorno periddicas pode levar a resultados mais precisos de forma mais
rapida do que outras rotinas. No MEC, as condi¢des de contorno periddicas podem ser
aplicadas atribuindo o mesmo grau de liberdade aos pares de nds correspondentes nas

superficies opostas.
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Algorithm 2 Gradiente Conjugado Precondicionado com Elemento-por-
Elemento
1: Entrada: k., b, tolerancia, subdominios, imax
for (e =0,..., subdominios) do Inicializa o precondicionador (Jacobi)
M. <+ diag(k.)
end for
1+ 0
x++0
r<—b
d« M 'r
qtemp +0
Onew < (1, d)
: 50 — 5nuu
. while (i < imaz € 6,., > tolerincia’s,) do
for (e =0,..., subdominios) do
qtemp — kede
qe — Qe + qtemp
end for
a 5new/(d: Q>
X+ x+oad
r<r—aq
q+— MIr
5oid — 5new
Onew < (7, q)
,8 — 5ne'w/(sold
d+— q+p5d
q+<0
26: 141+ 1
27: end while

[ I N R N R I N i e e e e e e
AR T e B =L A i vl

Para verificar o procedimento proposto pelo MEC, foi desenvolvido inicialmente um
software em MATLAB®. Entretanto, os tamanhos dos modelos (1500 x 1500) e o custo
computacional para a resolucdo do sistema de equacgdes foi um fator decisivo para alterar para
a linguagem de programacao dinamica Julia (versdo 1.5.2). Ressalta-se que Julia (PERKEL,
2019) possui um ambiente onde é facil implementar e desenvolver os cddigos
computacionais, depurar, testar algoritmos e plotar os resultados. O cddigo foi escrito com
precisdo dupla (64 bits) e é facilmente transportavel para varias plataformas de computacao de
alto desempenho. T&o importante quanto, o cddigo foi otimizado para funcionar em
computadores pessoais usando o gerenciamento de memoria de forma mais eficiente e

relativamente rapida.
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4. RESULTADOS

Primeiramente, para verificar a convergéncia, estabilidade e a precisdo nos célculos do
fluxo e condutividade térmica efetiva foram utilizados o MEC e o MEF baseados em Pixels
em problemas com dois materiais sintéticos. Todos os resultados desta se¢do foram obtidos
utilizando o cddigo em Julia do repositério pfem4ec elaborado por Pereira e Sapucaia (2021).
O codigo pfemdec foi otimizado e desenvolvido para realizar a homogeneizacao
computacional usando o MEF baseado em Pixels com o menor consumo de memoria, sendo,
entretanto, necessaria uma pequena alteracdo na matriz de rigidez e no célculo de fluxos
internos para a utilizagdo do MEC. Paralelamente, todos os modelos utilizados no pfem4ec
foram gerados através do programa pytomoviewer (Figura 12) disponivel no Zenodo
(SAPUCAIA e PEREIRA, 2020).

Uma observacdo importante deve ser feita com relacdo aos subdominios do MEC e
aos elementos do MEF. Em ambos os métodos existe a preservagdo da forma do Pixel,
tamanho e nimero de graus de liberdade das imagens originais. Logo, podem-se utilizar os
mesmos modelos do MEC nas analises do MEF. Deste modo, os modelos foram gerados uma
Unica vez por meio das imagens originais no programa pytomoviewer. Posteriormente, todos
os modelos foram analisados utilizando os dois métodos. Todas as simula¢cdes numéricas
foram realizadas em um notebook Dell com sistema operacional Windows, com processador
Intel Core i7-8665U (1,90 GHz) e 32 GB de memdria RAM.

pyTomoViewer - 9
File cCompute Help

A€ Q=¥ B
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200+

' 50
250 1
p_._! - b
. ‘ ‘ ‘ 0

o 50 100 150 200 250

+

View Histogram [h=300,w=300] Slice =1

Figura 12 — Interface do programa pytomoviewer com imagem gue sera convertida em
modelo numérico. Fonte: Sapucaia e Pereira (2020).
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4.1. PLACA COM INCLUSAO CIRCULAR PERIODICA

Como primeira demonstracdo de homogeneizacdo numérica de condutividade térmica
utilizando a implementacdo do MEC baseada em Pixels, optou-se por uma estratégia comum
que consiste em utilizar um problema bem estudado na literatura. A escolha desse problema
foi desafiadora e, portanto, escolheu-se uma solucdo analitica com arranjos geométricos
conhecidos. Como visto na Figura 13, o compdsito € constituido por dois materiais diferentes
em uma estrutura periddica perfeitamente distribuida em uma disposicao hexagonal regular de
cilindros embutidos em uma matriz. Para esse arranjo, existe solucdo analitica para as
propriedades efetivas em diferentes problemas fisicos, como por exemplo, condutividade
térmica, elétrica, permissividade dielétrica, entre outros (PERRINS et al., 1979).

Figura 13 — Disposigdo hexagonal regular de cilindros incorporados em uma matriz e modelo
correspondente.

Para este arranjo, a condutividade térmica efetiva k, do composito é governada pela
fracdo de volume f da regido ocupada pelos cilindros em relagdo a matriz. Sendo a
condutividade térmica k, dos cilindros (alta condutividade) e a condutividade térmica k, da

matriz (baixa condutividade), a solucdo analitica pode ser escrita como

231
K, =k,|1- —
1+ B —0.075422 52 f (25)

onde

(k;+k,) (26)
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Para garantir a precisdo dos calculos utilizando o MEC, os subdominios no modelo
VRE utilizado, foram gradativamente refinados até que a convergéncia para a condutividade

térmica efetiva fosse alcancada. Para esta validacao, o raio do cilindro utilizado é r =0,125L
(sendo L os lados da célula unitaria), a fracio de volume do cilindro é f =2zr° e as
condutividades térmicas sdo k; =10 W/(mK) e k, =1 W/(mK). Usando a solugao analitica da
Eqg. (25), a condutividade térmica efetiva desse material sintético é k, =1,17468 W/(mK).

Usando os métodos numéricos, MEC e MEF, as condutividades térmicas efetivas para

diferentes tamanhos de imagens sdo mostradas esquematicamente na Tabela 2.

Tabela 2 — Condutividade térmica efetiva do modelo com disposi¢do hexagonal regular de
cilindros usando diferentes discretizacoes.

Total de Pixels Condutividade Térmica Efetiva Condutividade Térmica Efetiva
Tamanho da Imagem

(subdominios) (MEF) W/(m-K) (MEC) W/(m-K)
110 x 110 12100 1,18272 1,18181
120 x 120 14400 1,18036 1,17959
150 x 150 22500 1,17933 1.17866
110 x 110 12100 1,18272 1,18181
120 x 120 14400 1,18036 1,17959
150 x 150 22500 1,17933 1.17866
200 x 200 40000 1,17780 117733
350 x 350 122500 1,17629 1.17600
600 x 600 360000 1,17557 1,17541
800 x 800 640000 1,17525 1,17513
1200 x 1200 1440000 1,17502 1,17494
1500 x 1500 2250000 1,17486 1.17480

Apesar da utilizacdo de um modelo baseado em Pixel que ndo descreve de forma
adequada a circunferéncia (Figura 14) da solucdo analitica é possivel observar uma boa
aproximacdo dos resultados com a solucéo analitica para ambos métodos. De certo modo, 0
MEC nos modelos testados possui uma melhor aproximagdo da propriedade efetiva. Essas
observacdes ficam mais evidentes ao analisar o grafico de convergéncia da Figura 15 (a) e 0

erro relativo da Figura 15 (b) em escalas logaritmicas para cada tamanho de imagem.

Figura 14 — Exemplo de irregularidades provocada por modelo baseado em Pixels ao tentar
reproduzir geometrias curvas.
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Figura 15 — Gréficos de convergéncia: (a) Condutividade térmica efetiva de uma disposicao
hexagonal regular de cilindros usando MEF e MEC; e (b) comparacdo do erro relativo entre
MEF e MEC.

Condutividade Térmica Efetiva kh W/(mK)

Os gréficos em escala logaritmica ressaltam as diferencas de resultados dos métodos
em relacdo ao nimero de Pixels na aresta. E notavel que em ambos 0s casos 0 erro relativo
diminui & medida que aumenta o tamanho da imagem. Vale ressaltar também que existem
dois tipos diferentes de erros acumulados nesta analise: o0 erro numérico e o erro geométrico.
O primeiro estd intimamente relacionado aos métodos numéricos (MEF e MEC) utilizados,
bem como os algoritmos de resolucdo do sistema e o critério de parada. O segundo erro esta
relacionado a modelagem de cilindros através de Pixels. 1sso sugere uma nova perspectiva a
respeito do uso de MEC baseado em Pixels, uma vez que o custo computacional entre 0s
métodos é praticamente idéntico e os resultados de condutividade térmica efetiva sdo, em

principio, melhores que 0 MEF.

4.2. PLACA COM INCLUSAO QUADRADA PERIODICA

A fim de investigar a lacuna entre os métodos numeéricos e remover qualquer
influéncia relacionada a mudanca da geometria no modelo ap6s o refinamento do problema,
foi proposto um modelo com geometria coincidente aos subdominios. O modelo é bastante
semelhante a disposi¢do hexagonal regular de cilindros, possui estrutura periddica e mesmas

propriedades fisicas. O material heterogéneo é composto por duas fases diferentes com
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condutividades térmicas k; =10 W/(mK) e k, =1 W/(mK). A respeito do arranjo espacial, a

incluséo é uma fibra quadrada com disposicao regular quadrada como mostrado na Figura 16.

Figura 16 — Disposigdo quadrada regular de fibras quadradas incorporadas em uma matriz e o
modelo correspondente.

Para 0 modelo escolhido néo existe solucéo analitica, embora seja possivel observar na
Tabela 3 uma convergéncia para um resultado com o aumento do refinamento. Como era
esperado devido aos resultados anteriores, € possivel observar que 0 MEC possui mesmo com

poucos subdominios respostas melhores que o MEF.

Tabela 3 — Condutividade térmica efetiva do modelo com disposi¢do quadrada regular de
fibras quadradas usando diferentes discretizacoes.

Total de Pixels Condutividade Térmica Efetiva Condutividade Térmica Efetiva

Tamanho da Imagem

(subdominios) (MEF) W/(m-K) (MEC) W/(m-K)
3 x 3 9 1,25000 1,22222
9x9 81 1,22054 1,21566
15 x 15 295 1,21642 1,21410
30 x 30 900 1,21397 1,21313
60 x 60 3600 1,21306 1,21275
90 x 90 8100 1,21282 1,21265
150 x 150 22500 1,21267 1,21259
300 x 300 90000 1,21259 1,21256
450 x 450 202500 1,21256 1,21254

Por outro lado, observando os resultados apresentados na Figura 6 em comparacao
com os resultados da Figura 4, € possivel demonstrar que: (i) as mudancas na discretizagdo da
geometria do problema através de Pixels afetam de fato o calculo das propriedades efetivas;
(ii) o calculo das propriedades efetivas usando MEC converge mais rapido do que com o MEF
para um mesmo VRE (Figura 17-a); e (iii) independente do tamanho da imagem a taxa de

convergéncia dos métodos computacionais sdo bem semelhantes (Figura 17-b).
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Figura 17 — Gréficos de convergéncia: (a) Condutividade térmica efetiva de uma disposicao
quadrada regular de fibras quadradas usando MEF e MEC; e (b) comparagéo do erro relativo
de acordo com o numero de iteracfes do MEF e MEC para diferentes discretizaces.

4.3. FERRO FUNDIDO NODULAR GGG40

E importante ressaltar que apesar de materiais compoésitos como o ferro fundido
nodular aparentarem macroscopicamente serem homogéneos, na verdade podem conter
distribuicOes aleatorias entre suas fases constituintes. O ferro fundido nodular pode ser
dividido em duas fases: uma matriz ferritica e inclusbes de grafita. A grafita se apresenta
através de esferas com tamanhos diferentes que podem ser manipulados através de processos
fabris. Apesar dos esforcos de varios pesquisadores, a previsdo das propriedades efetivas
experimentais de materiais compdsitos € uma tarefa ardua. Nesse sentido, a predicdo das
propriedades efetivas desse material através de simulacBes pode vir a ser uma alternativa
valida desde que seja considerado o comportamento de pequenos nédulos de grafita que
apresentam tamanhos, formas e arranjos diferenciados.

Uma vez que existem imagens de microtomografia computadorizada de raios-X para o
material estudado, os modelos baseados em imagens sdo adequados para 0 uso de métodos de
homogeneiza¢do numérica. Afim de estimar a condutividade térmica efetiva de uma amostra
real, analisar a influéncia dos nddulos de grafita no tamanho do VRE e determinar a validade
do MEC para esses modelos, foram utilizadas imagens do ferro fundido ASTM A536
(Metalrens, Minas Gerais, Brasil) ou GGG40 (PEREIRA et al., 2018; PEREIRA et al., 2020).
A Figura 18 mostra uma secdo transversal da amostra de ferro fundido (tamanho de Pixel 11
pm) de dimensdes 6 mm x 7 mm x 24 mm com diferentes regibes de interesse
segmententadas: 100 x 100, 200 x 200, 300 x 300, 400 x 400, 500 x 500 e 600 x 600 Pixels.
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Ainda mais, todos os modelos foram gerados utilizando o filtro non-local means,
segmentacéo utilizando TWS e pytomoviewer.

400

300

600

Figura 18 — Amostra de ferro fundido nodular GGG40 com 11 pum e regides de interesse com
100 x 100, 200 x 200, 300 x 300, 400 x 400, 500 x 500 e 600 x 600 Pixels.

Logo apds a geracdo do modelo de ferro fundido do MEC gerados a partir da imagem
micro-CT de 11 um € obrigatéria definir nas duas fases, matriz ferritica e grafita, os valores
de condutividade térmica de 80,4 W/(m-K) e 129,0 W/(m-K) (LIU et al., 2019),
respectivamente. Além disso, a fracdo volumétrica de cada modelo pode ser visualizada na
Tabela 4. Naturalmente, na Tabela 5 sdo apresentados os valores de condutividade térmica

efetiva para cada um dos modelos utilizando o MEC.

Tabela 4 — Fracbes volumétricas de Matriz Ferritica e Grafita para diferentes tamanhos de

imagens.
Tamanho Volume de Volume
da Imagem Matriz Ferritica de Grafita
100 x 100 0,8390 0,1610
200 x 200 0,8474 0,1526
300 x 300 0,8488 0,1512
400 x 400 0,8501 0,1499
500 x 500 0,8565 0,1435

600 x 600 0,8599 0,1401
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Tabela 5 — Condutividade térmica efetiva de modelos de ferro fundido nodular GGG40
usando MEC.

Condutividade Condutividade Condutividade Condutividade

Térmica Efetiva Térmica Efetiva Térmica Efetiva Térmica Efetiva

k.. W/(mK) k., W/(mK) k. W/(mK) k,, W/(mK)

Tamanho
da Imagem

100 x 100 86,74554 0,01085 0,01088 86,6434
200 x 200 86,36020 0,00645 0,00645 86,3529
300 x 300 86,30021 -0,01104 -0,01098 86,2969
400 x 400 86,24187 -0.00667 -0,00667 86,2483
500 x 500 85,99548 -0,00753 -0,00750 85,9844
600 x 600 85,85569 -0,00582 -0,00582 85,8491

Para estes casos, 0 tamanho da regido de interesse utilizada e a distribuicdo da grafita
ao longo dos eixos vertical e horizontal afetam os resultados da homogeneizacao
computacional. Essas descobertas apoiam a nocdo de que o aumento da regido de interesse
conduz a melhores resultados de propriedades efetivas. Além disso, o estudo mostra também
que a condutividade térmica efetiva do ferro fundido nodular calculada com o MEC apresenta
uma ligeira diferenca entre o valor médio da condutividade térmica efetiva homogeneizada e
condutividade térmica axial inferior a 0,1%. Diante disso, e considerando a ordem das
magnitudes da condutividade térmica efetiva transversais suficientemente baixas, o ferro
fundido nodular GGG40 pode ser considerado como um material isotropico para propriedades
térmicas.
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Figura 19 — Condutividade térmica efetiva de amostra de ferro fundido nodular usando MEF
e MEC com e sem refinamento para diferentes tamanhos de imagens.
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Mais observacdes também podem ser retiradas desse exemplo quando se realiza um
refinamento nos subdominios do modelo. O refinamento consiste em discretizar um
subdominio ou Pixel igualmente nos dois eixos, fazendo um Pixel se tornar quatro. Como
pode ser observado na Figura 19, o resultado obtido utilizando um refinamento do MEF
equivale ao resultado do MEC sem refinamento. Isso implica em inimeras vantagens do MEC
frente a0 método tradicional j& que o tempo de processamento e custo computacional

aumentam com o refinamento.
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5. CONCLUSAO

Neste trabalho foram apresentados os conceitos e a metodologia para a criacdo de um
programa para solucdo de problemas de homogeneizacdo numérica de condutividade térmica
de imagens utilizando o Método dos Elementos de Contorno Simétrico de Galerkin (MEC).
Foram também realizadas compara¢des do MEC com o Método dos Elementos Finitos (MEF)
a fim de observar o desempenho da metodologia proposta frente a um método consagrado na
literatura.

Diante dos resultados deste estudo, pode ser entendido como objetivo alcangcado a
implementacdo de um programa de homogeneizagdo computacional utilizando o MEC com
uma nova metodologia baseada em Pixels de imagens. Esse feito se deve principalmente a
estratégia da utilizacdo da Decomposicdo de Dominios que permitiu dividir um problema
grande e complexo, que é a imagem de um material heterogéneo, em pequenos subdominios
faceis de serem resolvidos. Entende-se igualmente como objetivo alcangado a utilizagdo de
uma técnica extremamente poderosa de resolucdo de sistemas, mas ndo muito comum aos
MEC devido ao sistema de equacdes final, que é Gradiente Conjugado Precondicionado.

Em resumo, o desenvolvimento do programa por si s6, pode ser considerado como um
aspecto promissor no desenvolvimento da homogeneizagdo computacional utilizando o MEC.
Entretanto, é importante ressaltar que os resultados obtidos em comparacdo com o MEF
apontam resultados promissores do MEC. A metodologia utilizada apresenta bons resultados
em comparacdo a modelos analiticos, melhores resultados em relacdo ao MEF para uma
mesma discretizacdo, possui competitividade em relacdo a tempo de processamento e controle
do uso de memoria.

Idealmente, essas descobertas devem ser replicadas em estudos de outros materiais
heterogéneos e de outros problemas fisicos. Pesquisas futuras devem considerar mais
problemas fisicos, como elasticidade e permeabilidade, e devem investigar os resultados dos
valores das propriedades efetivas com outros métodos computacionais também. Também
como trabalhos futuros é desejavel que os subdominios sejam em trés dimensdes utilizando ao
invés dos Pixels os Voxels (volume + Pixel).

Em conclusdo, entende-se também que o uso da linguagem de programacao Julia se
adequada bastante a programacao cientifica de fenémenos fisicos pois fornece as ferramentas
necessarias a leitura de arquivos, resolucdo de sistema e visualizacdo de resultados. Resta, no
entanto, em trabalhos futuros uma maior investigagcéo no desenvolvimento de algoritmos que

consigam utilizar resolucéo de sistema de forma paralela.
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